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Prefacio

O Encontro de Investigacido em Educagdo Matematica (EIEM) é um evento anual, de carcter temético,
que se realizou, em 2011, no Axis Vermar Conference & Beach Hotel, na Pévoa de Varzim, a 7 e 8 de
Maio e cujo tema foi “O ensino e a aprendizagem da Algebra”’

O EIEM 2011 teve como prop¢sito principal reflectir sobre o ensino e a aprendizagem da Algebra, em
todos os niveis de ensino desde o basico ao secundério, assim como sobre a formacao e desenvolvimento
profissional de professores. Para isso, procurou partilhar resultados de investigagao, analisar os seus fun-
damentos, identificar desafios e novos rumos, de modo a perspectivar e promover futuras investigagoes
bem como uma maior ligacao com o terreno da pratica profissional e da formagao de professores.

Reunindo investigadores nacionais e estrangeiros, o programa do EIEM 2011 contou com trés conferéncias
plendrias a cargo de quatro oradores convidados. Na primeira conferéncia, Teresa Pimentel (Escola
Superior de Educagao do Instituto Politécnico de Viana do Castelo) aborda a influéncia das dindmicas
de um programa de formagao continua no desenvolvimento do pensamento algébrico de professores do
19 ciclo do Ensino Bésico. Na segunda conferéncia, Marta Molina (Universidad de Granada, Espanha)
descreve uma experiéncia de ensino focada no desenvolvimento do pensamento algébrico nos primeiros
anos de escolaridade. Finalmente, na iltima conferéncia, Joao Pedro da Ponte e Hélia Oliveira (Insti-
tuto de Educagao da Universidade de Lisboa) reflectem sobre os estudos de investigagdo que tém sido
realizados na Universidade de Lisboa, nos iltimos cinco anos, sobre a tematica central do EIEM 2011: o
ensino-aprendizagem da Algebra.

As comunicagoes apresentadas no EIEM 2011 foram organizadas em trés grupos de discussiao subordina-
dos a outros tantos aspectos relacionados com o tema central do encontro: (1) Tecnologia e Avaliag¢do
do Ensino-Aprendizagem da Algebm, grupo dinamizado por Joana Brocardo e Anténio Domingos, com
seis comunicagoes; (2) Representac¢des no Ensino-Aprendizagem da Algebm, dinamizado por Joao Pe-
dro da Ponte e Maria Helena Martinho, com sete comunicagoes; e (3) Gestao Curricular no Ensino-
Aprendizagem da /flgebm, dinamizado por Isabel Vale e Rosa Anténia Tomds Ferreira e igualmente com
sete comunicagoes.

Todas as comunicagoes apresentadas foram submetidas a um processo de revisao, liderado pelos dina-
mizadores de cada grupo de discussdo (dois dinamizadores por grupo) e com a colaborac¢do de trinta e
cinco revisores. A procura de qualidade nas comunicagoes apresentadas através do processo de revisdo e,
sobretudo, a discussao gerada durante o EIEM 2011 constituem as mais-valias deste encontro temaético.
De facto, a reflexao realizada por um conjunto alargado de investigadores em Educacao Matemaética, for-
madores de professores e professores dos diversos niveis de ensino interessados na investigagao centrada
num tema especifico, constitui uma forma eficaz de produzir conhecimento neste campo de investigagao,
robustecendo os trabalhos ja realizados e problematizando novos aspectos relevantes para investigacao
futura.

Pévoa de Varzim, 8 de Maio de 2011
Os Organizadores
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GENERALIZACAO DE PADROES EM CONTEXTOS VISUAIS:
UM ESTUDO NO 6. ANO DE ESCOLARIDADE

Ana Barbosa
Escola Superior de Educacado, Instituto Politécnico de Viana do Castelo
anabarbosa@ese.ipvc.pt

Resumo

Esta comunicacdo pretende descrever um estudo realizado com alunos do 6.° ano,
centrado na resolucdo de problemas que envolvem a exploragdo de padrOes em
contextos visuais. Procurou-se conhecer as estratégias de generalizacdo usadas pelos
alunos, as dificuldades que emergem do seu trabalho, bem como perceber o papel da
visualiza¢do no seu raciocinio. Tendo em conta as caracteristicas do estudo optou-se por
um design de estudo de caso qualitativo. Sao apresentados alguns resultados decorrentes
da implementacdo de duas tarefas com dois pares de alunos que foram acompanhados
de forma mais detalhada. Globalmente, estes resultados revelam que: os alunos usam
diversas estratégias de generalizacdo; aplicam estratégias desadequadas quando limitam
o seu trabalho ao plano numérico; as abordagens de natureza visual sdo normalmente
facilitadoras do raciocinio permitindo a atribuicdo de significado as varidveis
manipuladas.

Palavras-chave: Resolucio de problemas, Padrdes, Generalizacdo, Visualizagao.

Introducao

Os objectivos tragados para a matemadtica escolar t€ém vindo a alterar-se nas ultimas
décadas, de forma a acompanhar a evolucdo e as necessidades da sociedade. Uma
matemadtica centrada na resolucdo de tarefas rotineiras além de ndo responder as
exigeéncias colocadas actualmente ao sistema de ensino, nao contribui para uma melhor
compreensdo do que é a matemdtica e do que significa fazer matemitica. E neste
sentido que, desde os anos oitenta, a resolu¢do de problemas tem vindo a assumir um
papel fundamental na matematica escolar considerando-se que a exploracdo de tarefas
desta natureza envolve os alunos em momentos genuinos de actividade matematica. Nas
actuais orientacdes curriculares uma das principais finalidades do ensino da matematica
€ o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, no entanto os resultados
evidenciados pelos nossos alunos, neste ambito, ndo tém sido animadores. Este

insucesso poderd estar relacionado com a sobrevalorizacio do dominio de

EIEM 2011 - Ensino e Aprendizagem da A/lgebm‘ Actas do Encontro de Investigagao em Educa¢do
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procedimentos e algoritmos e uma experiéncia reduzida com tarefas que envolvem o

raciocinio e a resolucao de problemas ndo rotineiros na aula de matematica.

As tarefas que tém subjacente a exploracdo de padrdes podem contribuir para o
desenvolvimento de capacidades préoprias da resoluciao de problemas, ja que implicam a
andlise de casos particulares, a organizacdo de informacdo de forma sistematica, o
estabelecimento de conjecturas e a generalizacdo de resultados. A relevancia deste tema
¢ salientada em muitos documentos curriculares, como € o caso dos Principles and
Standards for School Mathematics (NCTM, 2000) onde se verifica que os padrdes,
sejam eles de tipo numérico, geométrico ou pictdrico, constituem um tema com grandes
potencialidades. Este documento defende que os programas de Matematica devem
contemplar, desde o ensino pré-escolar até ao ensino secundério, tarefas que envolvam a
compreensdo de padrdes, relagdes e fungdes, contribuindo desta forma para mobiliza¢do
de capacidades de ordem superior, como o raciocinio € a comunica¢do, que possibilitam

um aprendizagem mais significativa da Matematica.

Simultaneamente, tem-se registado nos dltimos anos uma tendéncia de revalorizacdo da
Geometria no curriculo de Matematica. As ideias geométricas sdo tuteis na representacao
e na resolucdo de problemas, em diferentes dreas da matemdtica e em contexto real, o
que fundamenta esta perspectiva. H4 também um forte consenso de que a geometria é
uma fonte de problemas ndo rotineiros que podem propiciar o desenvolvimento de
capacidades como a visualizacdo espacial, o raciocinio e a argumentacdo. A
visualizagdo em particular tem sido desde sempre uma componente importante do
raciocinio dos matemdticos mas nem sempre lhe € atribuido um papel de destaque nas
experiéncias matemadticas dos alunos (e.g. Healy & Hoyles, 1996; Presmeg, 2006).
Segundo Vale e Pimentel (2005), no nosso ensino € dada especial importancia aos
aspectos numéricos e algébricos remetendo alguns alunos, possuidores de maiores
capacidades no dominio visual, para situacdes de insucesso escolar e impedindo outros,
com menores capacidades nesta drea, de se desenvolverem harmoniosamente. As
representacdes de natureza visual constituem um contributo incontorndvel para a
resolu¢do de problemas, actuando como um elemento facilitador na compreensdo das
situacdes propostas e inspirando descobertas criativas. Devem ser criadas oportunidades
para que os alunos analisem abordagens de natureza diferente, visuais € ndo visuais,
desenvolvendo um raciocinio mais flexivel. A relevancia da visualizacdo e das

representacdes visuais estd a ser reconhecida por muitos educadores matematicos mas a
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investigacdo acerca do papel das imagens mentais na aprendizagem de conceitos

matematicos e na resolu¢c@o de problemas € ainda insuficiente.

Tendo por base as ideias explicitadas anteriormente, neste estudo procura-se
compreender o modo como alunos do 6.° ano de escolaridade resolvem problemas que
envolvem a generalizacdo de padrdes em contextos visuais, tendo por base os seguintes
objectivos: (1) caracterizar as estratégias de generalizagc@o utilizadas pelos alunos; (ii)
conhecer as dificuldades que emergem do seu trabalho; e (iii) perceber qual o papel da

visualiza¢do no desempenho dos alunos.

Enquadramento teérico

Desde sempre, mateméticos e educadores tém partilhado uma visao entusidstica no que
respeita a importancia do estudo de padrdes, referindo que constituem a esséncia de
todo o trabalho em matematica (e.g. Davis & Hersch, 1995; Devlin, 2002; NCTM,
2000). Muitos autores definem matemdtica como a ciéncia dos padrdes (e.g. Devlin,
2002; Steen, 1988), deixando transparecer a ideia de transversalidade, considerando-os
como uma qualidade que define a matemadtica mais do que um tdpico que a integra. A
énfase na identificacdo de regularidades € cada vez mais frequente nas recentes
abordagens ao estudo da algebra, tendo em consideragdo que a procura de padrdes
constitui um passo fundamental para o estabelecimento de generalizagdes. O estudo de
regularidades em diferentes contextos, a utilizacdo de simbolos e varidveis que
representam padrOoes e a generalizacdo constituem componentes importantes do
curriculo de vdrios paises, incluindo o nosso. As orientacdes curriculares nacionais para
o ensino bésico sublinham a importancia do desenvolvimento de competéncias como a
predisposicdo para procurar e explorar padrdes numéricos e geométricos, bem como
raciocinar matematicamente explorando situagdes problemdticas, procurando
regularidades, fazendo e testando conjecturas e formulando generalizagdes (DEB, 2001;
ME-DGIDC, 2007). Este tipo de tarefas propicia o desenvolvimento de capacidades
relacionadas com o pensamento algébrico que servem de suporte ao raciocinio

matemadtico, permitindo aos alunos ir além das meras competéncias de cédlculo.

A generalizacdo de padrdes implica a utilizacdo de uma estratégia, um modo de acc¢ao,
no entanto hd uma grande diversidade de abordagens que possibilitam aos alunos

generalizar. Tém sido desenvolvidos varios estudos com o intuito de compreender e
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classificar as estratégias evidenciadas por alunos, de diversos niveis de ensino, quando
resolvem problemas com padrdes, em diferentes contextos. A andlise das categorias
propostas por alguns investigadores (Lannin et al, 2006; Orton, 1999; Rivera & Becker,

2008; Stacey, 1989) conduziu a constru¢do da seguinte categorizagao (Barbosa, 2010):

Fsiratégia Descriciao
Contagem (C) Desenhar uma figura e contar os seus elementos.
Sem ajuste (TU;) | Considerar um termo da sequéncia como unidade e
usar multiplos dessa unidade.
T Com ajuste Considerar um termo da sequéncia como unidade e
armo ot ; e : g :
wniibidle numeérico (TUs) usar multiplos dessa unidade. E feito um ajuste do
resultado tendo por base propriedades numericas.
Com ajuste Considerar um termo da sequéncia como unidade
contextual (TU;) | usar multiplos dessa unidade. E feito um ajuste do
resultado tendo por base o contexto do problema.
Fecursiva (Dy) Continuar a sequéncia com base na diferenca entre
termos consecutivos.
Multiplo da Usar a diferenga entre termos consecutivos como
diferenga sem factor multiplicativo, sem ajustar o resultado.
Diferenga | ajuste (Dy)
Multiplo da Usar a diferenga entre termos consecutivos como
diferenca com factor multiplicativo. E feito um ajuste do resultado.
ajuste (Ds)
Descobrir uma regra, com base no contexto do
. 1 i Alculo 1 i ral
Explicita (E) pmbxer_qa._ que permite o calculo une:;ham do valor
da wariavel dependente sendo conhecida a wvariavel
independente correspondente.
Tentativa ¢ ervo (TE) Adivinhar uma regra fazendo sucessivas tentativas
com diferentes valores.
Conhecida wuma regra, experimentar SUCESSIVOS
valores até que sejam verificadas as condigdes
pretendidas.

Figura 1. Categorizagao das estratégias de generalizacdo.

Ha alguns factores que podem ter um impacto significativo na escolha das estratégias
usadas na generalizacdo. Lannin, Barker e Townsend (2006) identificaram trés
categorias alargadas que podem permitir prever a seleccao de estratégias por parte dos
alunos: (1) factores sociais, resultantes das interac¢des do aluno com os seus pares e
com o professor; (2) factores cognitivos, associados as estruturas mentais que o aluno

desenvolveu; e (3) factores associados a estrutura da tarefa, como a estrutura
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matematica do padrio, os valores atribuidos a varidvel independente e a capacidade de

visualizar.

Lannin, Barker e Townsend (2006) concluiram que, quando os valores de partida sdo
proximos, os alunos tendem a usar regras recursivas € optam por aplicar a estratégia
termo unidade quando esses valores sdo multiplos de termos conhecidos da sequéncia.
A utilizagdo de valores distantes pode encorajar os alunos a aplicar estratégias de
natureza explicita. A aplicacdo indevida da proporcionalidade directa tem sido
mencionada em vdrios estudos (e.g. Rivera & Becker, 2008; Lannin et al, 2006;
Sasman, Olivier & Linchevski, 1999) e normalmente € associada a duas situacdes: a
utilizacdo de uma abordagem estritamente numérica, onde a manipulacdo das varidveis
¢ feita sem significado; e a generalizacdo de multiplos de termos conhecidos da
sequéncia. O raciocinio de natureza recursiva estd inevitavelmente associado a tarefas
que envolvem a exploracdo de padrdes e hd uma clara tendéncia dos alunos para a
fixagdo por este método (Orton, 1999), no entanto estratégias deste tipo apresentam
limita¢des no que concerne a generalizagdo distante pois ndo promovem a descoberta de
uma relagdo funcional. O foco nos aspectos numéricos do padrdo, mesmo quando
apresentado em contexto visual, € muitas vezes um entrave a generalizacdo. Neste
sentido, Mason (1996) sugere que sejam dadas oportunidades aos alunos para explorar
diversos tipos de padrdes sendo utilizada a visualizagdo e a manipulacio de figuras para

facilitar a generalizacdo.

As tarefas que envolvem o estudo de padrdoes podem ser propostas em diversos
contextos, visuais € nao visuais, € dar lugar a diferentes abordagens. Segundo Gardner
(1993) alguns alunos reconhecem as regularidades visualmente, enquanto outros as
detectam analiticamente. Esta dualidade tem gerado muita controvérsia. Apesar de
muitos investigadores reconhecerem a relevancia do papel da visualizacdo na resolugdo
de problemas (e.g. Presmeg, 2006; Shama & Dreyfus, 1994) outros referem que o
pensamento visual € uma fonte poderosa de ideias mas constitui apenas um
complemento ao pensamento analitico (Goldenberg, 1996; Tall, 1991). Embora
diferentes, estas perspectivas salientam a importincia do desenvolvimento e da
mobilizacio de capacidades de natureza visual, enriquecendo as experiéncias
matematicas dos alunos. Por outro lado, o professor deve ter em consideragdo que ha
muitas formas de ver uma figura conduzindo a diferentes interpretacdes. Duval (1998)

sublinha que uma figura por ser apreendida perceptualmente, quando € interpretada
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como um todo, ou discursivamente, se o individuo identifica a disposicao espacial dos
elementos que a compdem. Os alunos que sio capazes de analisar de forma discursiva
uma figura podem fazé-lo de diferentes modos condicionando a generalizacdo: (1) ao
identificarem conjuntos de elementos disjuntos que compdem a figura inicial formulam
uma generalizagdo construtiva; (2) se observarem subconfiguracdes que se sobrepdem,
contando os mesmos elementos mais do que uma vez e subtraindo-os posteriormente, a

generalizacdo € de natureza desconstrutiva (Rivera & Becker, 2008).

Metodologia do estudo

Dada a natureza do problema proposto bem como das questdes de investigacdo
definidas, este estudo segue uma abordagem qualitativa, tendo-se optando por um
design de estudo de caso. A investigacdo decorreu em duas turmas do 6° ano de
escolaridade, de duas escolas do distrito de Viana do Castelo. Ao longo de um ano
lectivo, foram acompanhados, a um nivel mais aprofundado, dois pares de alunos em
cada uma das turmas, constituindo quatro estudos de caso. Neste periodo de tempo,
foram implementadas sete tarefas centradas na resolucdo de problemas de generalizacdo
proxima (para determinar o termo da sequéncia pedido € possivel utilizar um desenho
ou um método recursivo) e generalizagcdo distante (os métodos descritos anteriormente
nao se adequam a resolucdo deste tipo de questdes sendo necessdrio descobrir uma
expressdo geral) que os alunos exploraram em pares, contemplando padrdes lineares e
ndo lineares. Os alunos envolvidos no estudo ndo tinham qualquer experiéncia com
tarefas desta natureza. Os dados recolhidos sdo, essencialmente, de natureza descritiva
resultantes da observagdo participante, entrevistas e andlise de documentos. Cada uma
das sessdes foi videogravada para posterior visionamento e andlise. Apds a
implementacdo de cada tarefa foram realizadas entrevistas semi-estruturadas aos alunos-
caso, tendo sido audiogravadas e transcritas. Através das entrevistas procurou-se
identificar e clarificar as dificuldades dos alunos bem como as estratégias de
generalizacdo utilizadas em cada uma das tarefas. Neste artigo € realizada a andlise do
trabalho de dois destes pares de alunos, Carla-Margarida e Anténio-Daniel, na resolu¢ao

de duas das tarefas implementadas.
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O caso Carla e Margarida

No inicio do estudo a Carla tinha 11 anos. Ao longo do ano lectivo anterior, foi uma
aluna constante tendo obtido sempre nivel 4. E uma aluna bastante organizada e
responsdvel nos trabalhos que realiza, procurando certificar-se da correc¢do das suas
produgdes. A Margarida iniciou 0 6.° ano de escolaridade com 10 anos de idade. E uma
aluna com um aproveitamento inferior ao da colega. Apesar de ter concluido o 5.° ano
com nivel 3 foi revelando algumas dificuldades ao longo do ano lectivo. Tem alguns
tracos na sua personalidade semelhantes aos da colega, embora seja um pouco mais
introvertida do que a Carla. Nas diversas tarefas exploradas ao longo do estudo, houve
uma preocupagdo evidente por parte dos dois elementos do par em discutir possiveis
abordagens de resolucdo e chegar a um consenso para posteriormente aplicarem a
estratégia escolhida. Apesar de a Carla ter uma atitude mais interventiva, ambas
revelaram interesse € motivacdo na exploracdo dos problemas, tendo efectivamente

trabalhado de forma colaborativa.

Tarefa 1 - Os lembretes da Joana

A tarefa Os lembretes da Joana (Anexo 1) tem subjacente um padrio crescente do tipo
an+b. Trata-se de um problema contextualizado, acompanhado da representacdo visual

do 3.° termo da sequéncia, que integra questdes de generalizacdo proxima e distante.

A Carla e a Margarida comegaram por representar um conjunto de 6 lembretes, para
proceder a contagem dos pioneses. No entanto, em simultaneo, apresentaram o cdlculo
do nimero de pioneses utilizando uma estratégia recursiva, tendo identificado a
diferenca entre termos consecutivos e continuado a sequéncia até ao 6.° termo. Esta
situacdo evidencia a necessidade de validarem o seu raciocinio por intermédio de
célculos, ndo reconhecendo essa fung¢do ao desenho, facto que foi confirmado

posteriormente durante a entrevista com o par.

Na abordagem a segunda questdo, sentiram que o desenho ndo seria uma estratégia util,

jé que lhes tomaria muito tempo.

Investigadora: Aqui (questao 2) ja ndo fizeram um desenho. Porqué?
Carla: Eram muitos!

Margarida: Tinhamos que desenhar 35.
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Optaram antes pela utilizacao de uma estratégia explicita, tendo por base a distribui¢do
dos pioneses pelos lembretes. Através da utilizacdo desta estratégia foram capazes de

generalizar para um valor distante.

o TG ey il il e 45| Shisnefes e S Ju { 06 e RS

Figura 2. Resolugdo da questdo 2 da Tarefa 1 - Carla e Margarida

Na resolucdo da ultima questdo este grupo usou a estratégia D3. Apesar de se tratar de
uma generalizacdo distante, recorreram a uma estratégia diferente da anterior. Esta
mudanca de abordagem poderd estar associada ao facto de nesta questdo se promover a
reversibilidade do pensamento, procurando-se estabelecer a relacdo inversa da que tinha
sido considerada previamente. Recorreram a diferenca entre termos consecutivos

procedendo a um ajuste do resultado com base no contexto do problema.

Investigadora: Agora tém 600 pioneses e querem saber quantos
lembretes vao poder pendurar. Expliquem-me como pensaram.

Margarida e Carla: 600 a dividir por 3...
Investigadora: Fizeram grupinhos de 3?
Carla: Porque cada um (lembrete) tem 3 pioneses e depois 1 no fim.

Investigadora: Entdo conseguiram fazer 200 grupinhos de 3. Podem
pendurar 200 lembretes, € iss0?

Carla: Mas um coisinho (refere-se a um pionés) ficou de fora.
Investigadora: E onde o vamos buscar?
Margarida e Carla: Nao temos!

Carla: Temos que tirar um cartaz! Ficamos com 199.

Conclui-se dos comentérios das alunas que o contexto do problema foi crucial no seu

raciocinio. Reconheceram o significado dos nimeros que manipularam e a sua
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representatividade na situagdo proposta, tendo assim verificado a necessidade de

proceder a um ajuste no célculo efectuado previamente.

Estratémas de generalizacio
Chiestdes C D: E
1 X Generalizagio Proxima
2 X
3 X Generalizacio Distante

Figura 3. Sintese das estratégias usadas pela Carla e pela Margarida na Tarefa 1.

A Figura 3 sintetiza o trabalho desenvolvido pelas alunas na exploracdo da tarefa Os
lembretes da Joana. Nao recorrem ao mesmo tipo de estratégias em questdes de
generalizagcdo proxima e distante. H4 uma mudanca de abordagem quando o nivel de
generalizacdo se altera, recorrendo a estratégias como contagem, diferenca e explicita. E
de salientar a importancia atribuida pelas alunas a apresentacdo de calculos que, na sua
opinido, constituem o método de validacdo das suas respostas. Mas, apesar da
relevancia atribuida ao contexto numérico € indubitdvel o papel fundamental da
visualizacdo em quase todas as suas estratégias: no caso da contagem, a acgdo ¢é
executada sobre a figura; nas estratégias explicita e diferenca com ajuste, apresentam os
célculos tendo por base o contexto do problema. Destaca-se ainda que as generalizagdes
formuladas pelas alunas ao longo da exploracdo da tarefa foram sempre de natureza

construtiva.

Tarefa 2 — A Pizzaria Sole Mio

A tarefa A Pizzaria Sole Mio (Anexo 2) tem subjacente um padrdo do mesmo tipo da
Tarefa 1, sendo apresentadas as representacdes do 3.° e 4.° termos da sequéncia. Tal
como a tarefa anterior contempla questdes de generalizacdo préxima e distante e foi

implementada quatro meses depois.

ApOs a leitura da tarefa em grande grupo, a Carla e a Margarida estiveram algum tempo
sem efectuar registos na sua folha de resposta. Em tarefas anteriores, iniciaram de
imediato o seu trabalho, utilizando normalmente representacdes de natureza visual.

Neste caso comecaram por centrar a sua atencdo no enunciado, enquanto discutiam
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entre si. A resposta a primeira questdo explica este comportamento. Utilizaram uma
estratégia explicita, mesmo perante uma questdo de generalizacdo proxima.
Apresentaram o cdlculo 2x10+4+2 e referiram que estavam “10 pessoas de cada lado da
mesa e 2 na ponta”. Apesar de ndo terem construido um modelo visual do 10.° termo da
sequéncia, descobriram a regra, aplicada na resolucio da questdo /, através da

observacdo das figuras apresentadas no enunciado da tarefa.

Na questdo 2, pedia-se o 31.° termo da sequéncia, promovendo deste modo a
generalizacdo distante. As alunas voltaram a recorrer a uma estratégia explicita,

utilizando a regra identificada anteriormente, ajustada a um conjunto de 31 pizzas.

As maiores dificuldades sentidas por este par reflectiram-se na terceira questdo da
tarefa. Aqui pedia-se a ordem ocupada por um determinado termo, promovendo o
raciocinio inverso do utilizado nas questdes anteriores. As alunas mudaram de
estratégia, tendo aplicado D,. Como se tratava de um padrdo linear impunha-se um
ajuste do resultado, apds o recurso a um multiplo da diferenca, condi¢do que nao
cumpriram. Depois de efectuarem o calculo 58+2 e concluirem que teriam 29 pizzas,
fizeram uma representacdo visual da situagdo, acompanhada dos valores encontrados.
No entanto, o desenho ndo serviu para verificarem a validade do seu raciocinio, caso
contrdrio teriam concluido que ndo estava correcto. Durante a entrevista, tentou-se
compreender a forma como as alunas pensaram, mas também que reflectissem nos erros

cometidos.

Carla: Fizemos 58 a dividir por 2 para sabermos quantas pizzas eram.
Investigadora: E porque € que fizeram esse célculo?

Margarida: Fizemos as pessoas todas a dividir por 2 filas e deu 29.
Investigadora: E depois fizeram aqui um esquema ao lado. Porqué?
Margarida: Era como as pizzas e as pessoas estavam na mesa.

Investigadora: Entdo vamos pensar ao contrdrio. Usando estes valores
que colocaram no esquema, quantas pessoas t€ém na mesa?

Carla: Acho que da 60 [depois de fazer os calculos num papel].
Investigadora: Mas ndo eram 58 pessoas?

Carla: Temos mal.

Investigadora: Tém mal?

Margarida: E por causa das que estdo nas pontas. Essas ndo contam para
as pizzas.
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Investigadora: Nao contam?
Margarida: Nao! As pizzas sdo iguais as que estdao de lado.

Carla: Tinhamos que fazer menos 2 que era 56 e dividir por 2.

Estratégias de generalizacio
Juesttes D, E
1 X Generalizacdo Proxima
2 X
3 X Generalizacdo Distante

Figura 4. Sintese das estratégias usadas pela Carla e pela Margarida na Tarefa 2.

A Carla e Margarida usaram predominantemente a estratégia explicita, quer em
questdes de generalizagdo proxima quer distante. As expressdes obtidas da aplicacdo
desta estratégia representam generalizagdes de natureza construtiva, ja que véem o
padrao decomposto em partes disjuntas, observando dois conjuntos iguais nas laterais e
dois elementos em cada ponta da mesa. Salienta-se o recurso a uma estratégia
desadequada na questdo 3, na qual se pretendia promover a reversibilidade do
pensamento. Neste caso, as alunas deram maior relevincia ao contexto numérico uma
vez que nao reflectiram se a solucdo encontrada fazia sentido no contexto apresentado.
Apesar de terem representado visualmente a solucdo, através de um desenho, ndo

utilizaram esse modelo como forma de validar o resultado obtido.

O caso Antonio e Daniel

No inicio do estudo o Anténio tinha 10 anos. Concluiu o 5.° ano de escolaridade com
nivel 4. Este aluno apresenta-se quase sempre com uma postura calma e ponderada,
pensando cuidadosamente naquilo que vai dizer ou questionar. O Daniel iniciou o 6°
ano de escolaridade com 10 anos de idade. Concluiu o 5° ano de escolaridade com nivel
3. Tem uma personalidade completamente diferente da do colega. E bastante
extrovertido, gosta de fazer notar a sua presenca e € bastante divertido. Em
contrapartida € também muito distraido e desconcentra-se facilmente. Toma quase
sempre a Iniciativa nas aulas, adora participar. Enquanto par, embora com

personalidades diferentes, o Anténio e o Daniel complementam-se. Nas sessdes de
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exploracdo das tarefas, foi quase sempre o Anténio que ficou responsavel pelos registos
do grupo, no entanto, houve uma interac¢ao constante entre os dois alunos, discutindo e

decidindo juntos o que iriam registar.

Tarefa 1 - Os lembretes da Joana

A andlise do trabalho desenvolvido pelo Antoénio e o Daniel nesta tarefa permitiu
observar algumas dificuldades reflectidas na utilizacdo de estratégias de generalizacdo
desadequadas. Na resolucdo da questdao /, este par ndo recorreu a representacao visual
dos 6 lembretes. Uma vez conhecido o 3.° termo da sequéncia, duplicaram o nimero de

pioneses, utilizando deste modo a proporcionalidade directa.

Investigadora: Como concluiram que eram necessarios 20 pioneses para
pendurar 6 lembretes?

Daniel: Pensamos assim ... se tivéssemos 3 lembretes... em 3 lembretes
tinha 10, entdo acrescentamos mais... mais 3 cartdes e dava 20.

Investigadora: Portanto, pensaram que acrescentando 3 lembretes iam ter
mais 10 pioneses. Foi isso?

Antonio e Daniel: Sim!

Na resolucdo desta primeira questdo recorreram a estratégia termo unidade sem ajuste
(TU,), tendo assim utilizado uma abordagem que os conduziu a uma resposta incorrecta
jé que se trata de um padrao linear. Na entrevista tentou-se que analisassem a validade
do seu raciocinio, através de um desenho representativo dos 6 lembretes e ai puderam

observar que havia sempre um pionés a ligar lembretes consecutivos.

A proporcionalidade directa continuou a surgir no trabalho deste grupo. Para determinar
o ndmero de pioneses necessarios para pendurar 35 lembretes (questdo 2) usaram a

estratégia termo unidade com ajuste numérico (TU;), como se pode observar na Figura

5.
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Figura 5. Resolucio da questdo 2 da Tarefa 1 - Anténio e Daniel.

Tendo ja determinado o 6.° termo da sequéncia (questdo /), os alunos procuraram o

multiplo de 6 mais proximo de 35, utilizando um raciocinio proporcional. Apds terem

descoberto o numero de pioneses necessdrios para pendurar 36 lembretes, fizeram um

ajuste para chegar ao valor pretendido. Este ajuste ndo teve por base as condi¢des do

problema apresentado, centrou-se apenas na utilizacdo de propriedades numéricas.

Na questao 3 este par voltou a usar a proporcionalidade directa. Ao fazerem 30x6=180

lembretes, consideraram que 30 lembretes correspondiam a 100 pioneses, logo 180

lembretes corresponderiam a 600 pioneses, tendo assim aplicado a estratégia termo

unidade sem ajuste (TU;). Ao longo da entrevista aperceberam-se da incorrec¢ao deste

método verificando que havia pioneses comuns a cada 2 lembretes consecutivos e

portanto estariam a repetir a sua contagem.

Estrategias de generahizacio

(uestdes T, TU:
1 X Generalizacio Proxima
2 X Generalizagio Distante
3 X

Figura 6. Sintese das estratégias usadas pelo Anténio e pelo Daniel na Tarefa 1.
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Analisando os dados da Figura 6, conclui-se que este par nao foi capaz de utilizar
estratégias de generalizacdo adequadas ao problema. Os alunos optaram por transformar
a informacdo apresentada visualmente em dados numéricos. Ao negligenciar o contexto
do problema, basearam o seu raciocinio na utiliza¢do da proporcionalidade directa, quer
na generalizagdo proxima quer distante, aplicando as estratégias termo unidade sem

ajuste e com ajuste numérico.

Tarefa 2 — A Pizzaria Sole Mio

O Antoénio e o Daniel comecaram por desenhar uma mesa com 10 pizzas e dispuseram
as pessoas num arranjo similar ao dos exemplos apresentados no enunciado. Nesta

primeira questdo, recorreram a contagem para determinar o ndimero de pessoas que

estariam sentadas numa mesa com 10 pizzas.

QO OgD
[ Yeo e

Figura 7. Resolugdo da questdo 1 da Tarefa 2 - Anténio e Daniel.

Na segunda questdo da tarefa, perante a generalizag¢do distante, mudaram de abordagem,
optando por recorrer a uma estratégia explicita. Referiram na folha de resposta que “se
ha 31 pizzas tem que haver 31 pessoas de cada lado e uma em cada ponta”. Verificaram,
neste caso, que a contagem seria um processo demorado e, em alternativa, identificaram
uma regra de natureza construtiva que lhes permitiu determinar de forma imediata o
numero de pessoas. Esta regra serviu ainda de base a resolucao da questdo 3. Revelaram
assim reversibilidade do pensamento, no entanto apresentaram uma linguagem pouco

clara na sua argumentacdo referindo que “56 sao as pessoas dos lados a dividir por dois

da 28”.
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Estratégias de generalizacio
Cruestdes C E
1 x Generalizacio Proxima
2 X
3 X Generalizacdo Distante

Figura 8. Sintese das estratégias usadas pelo Anténio e pelo Daniel na Tarefa 2.

Nesta tarefa, os alunos recorreram a estratégias diferentes na generalizagdo préxima e
distante. No primeiro caso recorreram a uma generalizacdo aritmética, através da
contagem, j4 na generalizacdo distante optaram por uma estratégia explicita,
identificando uma regra com base no contexto do problema. Esta regra enquadra-se no

ambito da generalizacdo de natureza construtiva, tanto na questdao 2 como na 3.

Discussao

A andlise do trabalho dos alunos-caso, nas tarefas apresentadas permite verificar a
utilizacdo de diversas estratégias de generalizacdo, em particular: contagem, termo
unidade, diferenca e explicita. Em algumas destas categorias foram identificadas
subcategorias mais refinadas, nomeadamente no ambito das estratégias termo unidade e
diferenca. Apesar da diversidade de estratégias, algumas foram utilizadas de forma mais
frequente do que outras: a contagem, na resolucdo de questdes de generalizacdo

proxima; e a explicita, maioritariamente na generalizacdo distante.

E pertinente salientar factores relacionados com a estrutura das tarefas que poderdo ter
influenciado a escolha de determinadas estratégias: (1) a ordem de grandeza dos valores
atribuidos as varidveis implicou normalmente uma mudanca na abordagem utilizada, ao
passar da generalizacdo proxima para a distante; (2) questdes que incidiam na
descoberta da ordem de um dado termo (reversibilidade do pensamento) levaram a que
um dos pares mudasse de estratégia comparativamente a que tinham usado na questao
inversa; (3) para além da ordem de grandeza dos valores envolvidos, as caracteristicas
dos nudmeros atribuidos as varidveis poderdo ser também um factor relevante,
considerando por exemplo que na primeira tarefa o termo solicitado aos alunos (6°) era
multiplo do termo representado no enunciado (3°) pode ter sido determinante na

utilizacdo da proporcionalidade directa por parte de um dos pares.
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Reflectindo sobre a adequacdo das estratégias usadas e dificuldades identificadas no
trabalho destes alunos salienta-se a utilizagdo indevida de um raciocinio de tipo
proporcional em contextos lineares, através da utilizacdo de TU,, TU, e D,. Estes erros
estdo relacionados com o facto de os alunos ndo terem formado uma imagem mental do
problema, tendo recorrido apenas a propriedades numéricas sem qualquer ligacdo ao
contexto. Como seria expectdvel, revelaram maiores dificuldades na generalizacio
distante do que na generalizacdo proxima principalmente quando estava subjacente a
reversibilidade do pensamento. Warren (2008) associa a complexidade desta situagao:
(1) a necessidade de relacionar a ordem com o termo; e (2) a mobilizacio de

conhecimentos relacionados com as propriedades das operacdes aritméticas.

As tarefas utilizadas neste estudo t€ém uma forte componente visual. Esta opcdo teve
por base a ideia de que a inclusdo de um suporte visual em problemas que envolvem a
exploracdo de padrdes, conduz a utilizacdo de multiplas abordagens para chegar a
generalizacdo e, dependendo do modo como os alunos véem um determinado padrao,
podem potenciar a descoberta de expressdes equivalentes (Stacey, 1999; Swafford e
Langrall, 2000). Assim, perante este tipo de tarefas, os alunos podem aplicar estratégias
de natureza visual ou optar por estratégias ndo visuais, fazendo a transferéncia para o
contexto numérico. De facto, hd evidéncias da utilizacdo de diversas estratégias por
parte dos alunos, quer visuais quer ndo visuais, no ambito da categorizacdo adoptada
nesta investigacao. Como ja se referiu as estratégias mais utilizadas foram a contagem e
a explicita, ambas de natureza visual. Analisando estas estratégias em particular: (1) a
contagem revelou-se eficaz em situacdes de generalizacao proxima, no entanto foi 6bvio
para os alunos que seria um processo exaustivo para valores mais distantes; (2) a
explicita foi particularmente util e eficaz na generalizacdo distante, principalmente
quando os alunos conseguem apreender de forma imediata a relagdo entre as varidveis.
Ao observar a forma como os alunos viram os padrdes propostos e a natureza da
generalizacdo estabelecida, verifica-se que, nas situagdes em que foram bem sucedidos,
optaram por generalizacdes de tipo construtivo, tendéncia que se justifica por uma
maior complexidade em termos visuais ao nivel da generalizacdao desconstrutiva (Rivera

& Becker, 2008).

Este estudo evidencia a pertinéncia da proposta de tarefas que possibilitem a utilizacao
de estratégias de natureza diferente, encorajando os alunos a compreender o potencial

das estratégias visuais e estabelecer a relagdo entre contextos visuais € numéricos. A

342 EIEM 2011 Ana Barbosa



conexdo entre abordagens distintas, recorrendo a representacoes diversas, pode
contribuir para o desenvolvimento de um raciocinio mais flexivel, fundamental na

resolucdo de problemas.
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